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J .  Phys. A: Math. Gen. 19 (1986) 717-724. Printed in Great Britain 

Structure fine et hyperfine atomique dans un espace a courbure 
constante 

R Shamseddine 
Departement de physique, Facultt des Sciences de Tunis, Campus Universitaire, Belvidkre, 
Tunis, Tunisia 

R e p  le 10 avril 1985, presentation definitive le 22 juillet 1985 

Resume. Les termes d’energie de structure fine et hyperfine de l’atome hydrogenolde dans 
l’espace spherique sont obtenus en fonction des nombres quantiques. II est trouve que les 
niveaux d’inergie degeneris de structure fine sont didoubles par le terme de courbure 
* B a i ( j + i ) / 2 R 2 .  

Atomic fine and hyperfine structure in a space of constant 
curvature 

Abstract. The fine and hyperfine structure energy terms of the hydrogenic atom in spherical 
space are obtained as functions of quantum numbers. It is found that the degenerate fine 
structure energy levels are split by the curvature correction *Bo:(  j + 4 ) / 2 R 2 .  

1. Introduction 

On peut obtenir une premibre idCe des effets liCs a un changement de topologie de 
l’espace sur les spectres des atomes en remplaCant, dans les calculs de spectroscopie, 
l’espace euclidien par un espace a courbure constante positive ou espace sphCrique. 
Si le traitement des equations d’onde fondamentales gouvernant le mouvement de 
1’Clectron n’est pas plus compliquC dans l’espace sphCrique que dans l’espace euclidien, 
il sera possible de construire un modele de l’atome avec des orbitales ‘courbies’ qui 
rendra compte des effets globaux dGs a la topologie de l’espace sur les spectres 
atomiques. D’autre part, la formulation de la spectroscopie thCorique dans l’espace 
sphCrique, qui contient la formulation euclidienne comme cas limite quand le rayon 
de courbure de l’espace R tend vers l’infini, peut Ctre avantageuse pour retrouver 
certains rbsultats de calculs atomiques et molCculaires dans l’espace euclidien (Teague 
1973, Horak 1982). 

Ce travail prCsente une Ctude non-relativiste complkte de la structure fine et 
hyperfine de l’atome hydrogenoide dans l’espace sphirique. Dans une premibre publi- 
cation (Bessis et a1 1982) qui sera notCe par I, nous avons obtenu la forme covariante 
de 1’Cquation de Pauli et nous avons calculi les corrections de courbure aux niveaux 
d’Cnergie de structure fine dans les cas particuliers 1 = n - 1 et 1 = n -2. Dans une 
seconde publication (Bessis er a1 1984) qui sera notCe par 11, nous avons obtenu les 
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expressions de l’tnergie de structure fine et des orbitales de Dirac approchCes en 
rCsolvant 1’Cquation de Dirac par perturbation. Le present travail generalise les rksultats 
de la publication I et donne pour la premiere fois, les corrections de courbure aux 
niveaux d’Cnergie de structure hyperfine. L’approche non-relativiste se justifie par le 
fait que 1’Cquation de Dirac dans l’espace sphCrique n’a pas encore connu une rCsolution 
exacte. Le traitement approchi de cette Cquation donne bien l’expression de l’tnergie 
de structure fine, mais il ne permet pas l’obtention de celle de 1’Cnergie de structure 
hyperfine. Dans ce dernier cas les ClCments de matrices entre orbitales de Dirac 
approchies sont difficiles a calculer (voir publication 11). D’autre part, comme il a 
CtC signal6 dans les publications I et 11, notre calcul de perturbation qui se fait dans 
la base des fonctions d’onde hydrogenoides ‘courbies’ diffkre de ceux de Tourrenc et 
Grossiord (1976) ,  Parker (1980) ,  Parker et Pimentel (1982)  qui se font dans la base 
des fonctions d’onde hydrogenoides ‘euclidiennes’. 

2. Structure fine dans l’espace spherique 

En l’abscence du champ magnitique extirieur, l’tquation de Pauli dans l’espace 
sphCrique s’Ccrit (voir publication I)  

[ - h 2 A / 2 m + e V +  Wf+ W,]@= E @  ( 1 )  

ou A = ( R 2  sin’ x)-’[(d/dx)(sin’ ,@/ax) - I ’ ]  est le laplacien dans l’espace sphirique. 
V = - ( Z e /  R )  cot ,y est le potentiel coulombien central. 

Ze’h’ 1 . s  ( E - e V ) ’  Ze’h’r  
2m’c’ R’ sin3 x 2mc’ 

w,= wso+ wmv+ w,=- - +- 2m2c2 6 ( r ) ,  

3h’ + h’(1 -cos x ) ~  - s h’(1 -cos x)’ Ze’h’(1 -cos x) 
4 m R 2  mR’ sin’ x 4mR’ sin’ ,y 4m2c2R3  sin’ x ’ W,=- + + 

O h  

sont les matrices de Pauli. r = r(X,  8, 9) avec 0 s x s 7, O S  B s r et O S  cp s 21r. 
Les trois termes de l’hamiltonien de structure fine Wf reprksentent respectivement 

l’interaction spin-orbite de LandC, la correction relativiste et le terme de contact de 
Darwin. W, est dG a la courbure de l’espace et s’annule ii la limite plane quand R + CO. 

Le premier terme de W, reprksente l’interaction spin-courbure, le deuxieme terme a 
la mime dipendance en les variables angulaires (8 ,  cp) et spin que le terme de LandC. 

Les contributions CnergCtiques E, et E,  des termes W, et W, sont calculkes par 
perturbation sur la base des fonctions d’onde hydrogenoydes ‘courbies’ 1 nlm) (voir 
Bessis et Bessis 1979). Ecrivons les diffirentes contributions 1’Cnergie totale E. On 
trouve 

E = Eo+ E,+ E,  (2) 
oh Eo = - BZ2/ n’ + Bai (n2  - 1)/ R’ est la valeur propre de 1’Cquation de Schrodinger 
hydrogenoide dans l’espace sphtrique (Schrodinger 1940). B = m e 4 / 2 h 2  est le 
Rydberg; a,, = h2/  me’ est le rayon de Bohr. 
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Donnons d’abord l’expression de 1’Cnergie Ef. Dans le cas I # 0, la contribution 
E,, du terme de Darwin W, est nulle car celui-ci n’affecte que les etats s ( I  = 0 )  qui 
sont les seuls pour lesquels Inlm) # 0 a l’origine. Avec la valeur de l’intigrale pseudo- 
radiale (nil( R sin ~ ) - ~ [ n l )  en fonction des nombres quantiques (Bessis et Bessis 1983), 
1’Cnergie d’interaction spin-orbite E,, = (n lm  1 W,,l n lm)  s’tcrit 

B Z 4 a 2  [ j ( j + l ) - l ( l + l ) - ; ]  U:  n [ 4 n 3 + ~ ( I + 1 ) ( 2 1 + 1 ) ]  
4 E,,  = - 

2 n31(1+ 1 ) ( 1 + f )  
(3) 

(Y = e’/ hc est la constante de structure fine. 

tion I) 
L’expression de la correction relativiste E,, = (n fml  W,,lnlm) s’tcrit (voir publica- 

E =- B Z 4 a 2 (  3 1 ) + B Z * a * u i (  1 + 7 - - .  ; 2 n )  ( 4 )  
n3 4n  I + +  2 R2  I + +  mv 

Pour les Ctats I # 0, 1’Cnergie E, = E,,  + E,, s’ecrit 

1 - 7 * 7 + 7  (5) 
J + I  2n 2n 

B:F’( 3 1 ) + B Z 2 a 2 u i (  2n j + $  
2 R 2  

ou les signes (*) correspondent aux valeurs j = 1 if. La formule (5) est valable pour 
I = 0. En effet l’expression de E,,, ( 4 )  est valable pour I = 0, et l’expression de E,, ( 3 )  
se reduit pour I = 0 ( j  = 4) a celle de l’energie due au terme de Darwin 

E,-=- 
4n  j + f  

Pour obtenir ( 6 ) ,  nous avons utilis6 l’expression de la fonction d’onde hydroginoide 
‘courbke’ i l’origine cP,,,,(O) = ( . Z / ~ U , ) ~ ’ ~ (  1 + a ~ n 4 / Z 2 R 2 ) ” * / f i  dont le calcul se 
ramkne a des inttgrales Clementaires donnies par les tables (Gradshteyn et Ryzhik 
1965). La formule ( 6 )  corrige l’erreur concernant l’absence des corrections de courbure 
dans le rtsultat ‘ E D =  BZ4a2 /n3’  de la publication I .  

D’autre part, tenant compte des valeurs des intkgrales pseudo-radiales a, = 
(nll(1 -cos x ) / ( R  sin X)’+’lnl) ( i  = 1 , 2 ) ,  en fonction des nombres quantiques (voir 
Bessis et Bessis 1983), l’expression de l’tnergie E, = (nIm/  W , ~ n l m )  s’tcrit 

E - B a i k  B a i ( j + f ) +  B Z 2 a 2 a i  
R2  2 R 2  4 R 2 n 2  ’ ( 7 )  

Les signes (*) correspondent aux valeurs j = 1 * f. 
Finalement l’energie totale E = E,+ E,+ E,  s’icrit 

E = E,, + E,,, 

B Z 2  Ba;n2 E,, = -- 
n 2  +T’ 

E ,=- BZ4a’( 3 1 ) * B a ; ( j + $ )  + B Z  
n3 4 n  j + $  2 R 2  2R’ nb 

Cette formule gCnCralise les risultats de la publication I qui ont concern6 les cas 
particuliers I = n - 1 et I = n - 2. E,,,, difftre de l’expression obtenue par la resolution 
approchte de I’tquation de Dirac (voir publication 11) par le terme BZ2c t2a i [* ( j++)  + 
1 ] / 2 R 2 n 2 .  Cette difference s’explique par le fait que E,,,, est calculte sur la base des 
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solutions propres de  I’Cquation de Schrodinger. Mais i la limite non-relativiste (1/ c + 0) 
I’Cquation d e  Pauli (1) tend vers une equation qui diffkre de celle de Schrodinger par 
les trois premiers termes d e  W, (voir equation (1)). NCgliger ces termes qui sont en 
1 / R 2  se repercute sur la partie en a 2 / R 2  de  I’expression de  I’tnergie. D’autre part il 
est evident que les termes d’ordre a 2 / R 2  de  I’Cnergie sont g in i res  par les termes en 
a’ = l / c 2  des hamiltoniens Wf et W,. Alors aux termes d’ordre supirieur A cy2,  a4 par 
exemple, que nous avons negliges dans Wf et W, devra correspondre des termes 
Cnergitiques d’ordre a d /  R 2  << a’/ R 2 .  Ceci reste vrai dans une region de  forte courbure 
et justifie donc la negligence des termes d’ordre supkrieur Q a’ dans I’Cquation de  Pauli. 

A la limite plane ( R + c c ) ,  les termes en 1 / R 2  s’annulent et I’expression de  E,,, 
(voir equation (8)) se reduit B celle de I’Cnergie de  structure fine dans I’espace plan. 
Les termes en *( j ++) dans I’expression de  E,,, font que chaque niveau ‘ j ’  de structure 
fine ‘plane’ qui Otait d igeni re  en I se dCdouble. Celui qui n’etait pas dCgCnCrC se 
diplace. Ainsi I’effet de  courbure leve la d6g6nCrescence en I des niveaux ‘ j ’  de  
structure fine ‘plane’ et des nouvelles raies apparaissent. Ce resultat est comparable 
qiialitativement B celui de  I’effet Lamb. La contribution tnergitique de  I’effet Lamb 
estf W , =  ~ 2 B Z 4 a 2 % / n 3 ( j + 4 ) ( 2 1 + 1 )  ou %= 1 . 5 9 6 4 4 ~  (Durand 1976). Les 
signes (+) correspondent aux valeurs j = I * & .  Pour un niveau ‘j’ donne, I’ecart du  
dedoublement dd a l’effet de  courbure /S,i = B a ; ( j + $ ) / R *  aurait I’ordre de grandeur 
de  I’Ccart du dedoublement de Lamb I & =  2 B Z 4 a 2 % / n 3 j ( j +  l) ,  si R = 

Table 1. Comparaison des corrections de courbure avec les contributions classiques (en ua) .  

Table 1. Comparison of curvature corrections with classical contributions (in au). 

Energie Energies de Corrections dues a l’effet Corrections dues 
Plectronique structure fine de courbure de I’espace a l’effet Lamb 

Z4a2 - 
8n4 4 R 2  4 R  

! Z2a2 Z4ff2% 
- -+- (12f l+$)  4 R 2  4Ri  -- 3 n 3  

n 3  

K e t t e  formule est obtenue par un calcul non-relativiste et donne des valeurs faibles devant les valeurs 
observkes. Seuie la theorie quantique des champs peut rendre compte avec prtcision de ces dernieres. 
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{n[nj( j+ 1)(2j+ 1)]”2/22}10-6 cm. Sachant que des atomes hautement excitis avec 
n = 350 sont observis en radio-astronomic (voir Parker et Pimentel1982), nous obtenons 
pour n = 350lavaleursuivante R -{6.5[j(j+ 1)(2j+ l)]1’2/Z2}10-3 cm. Lescorrections 
de courbure sont donc observables seulement dans des regions de forte courbure. La 
table 1 reporte les corrections de courbure comparativement avec les contributions 
classiques. 

3. Structure hyperfine dans I’espace spherique 

L’hamiltonien non-relativiste de structure hyperfine d’un atome hydrogenoide dans 
l’espace spherique est donni  dans la publication 11. Dans I’ordre de calculer I’Cnergie 
de structure hyperfine, cet hamiltonien peut s’icrire convenablement (voir appendice) 

O h  

3 - (1 - cos x)(2 + cos x) ro -- 
f2= 3R3 sin3 x 9R2r2’  T?’= f2[s-3(u.  s)u], 

T:)  = u3 + tr~r8 (r)]s, 
2( 1 -cos x)’ r0 

f 3 = -  3R3 sin3  +2- 9R2,.2’ 

p = eh/2mc est le magniton de Bohr. p = /.LNgNI est le moment dipolaire magnitique 
du noyau, p N  = eh/2Mc est le magniton nucliaire, gN est le rapport gyromagnitique 
du noyau et I son spin. U = sin 0 cos cpi+sin 8 sin cpj+ cos Bk oh (i, j ,  k )  est la base 
cartesienne orthonormie locale d’origine 0 (x = 0). ro = Ze2/2mc2. Les indices 1, d et 
c indiquent la dipendance orbitale, dipolaire et de contact. 

Le traitement par perturbation de I’hamiltonien whf (9) se fait formellement comme 
dans l’espace plan. En utilisant le thiorime de projection pour l’opirateur vectoriel 
T ( ’ )  i I’intCrieur du sous-espace propre associi a un niveau d’inergie donni  de structure 
fine, le hamiltonien w h f  (9) s’icrit pour les itats 1 # 0. 

b = - -{[j(j+ I ) +  I ( / +  1) -:]cyl + [ j ( j +  1) - I ( / +  1) -:]cy2 
j ( j + 1 )  

+ [ j ( j  + 1) - /(I + 1) + &Y3}. 

Les valeurs des intigrales pseudo-radiales cy, = (nllJIn1) ( i  = 1,2,3)  en fonction 
des nombres quantiques sont obtenues en utilisant les risultats de (Bessis et Bessis 
1983). L’optrateur ( I -  j )  est diagonal dans la base IjIFm,) qui est formee par les Ctats 
propres communs aux operateurs J 2 ,  Z2, F2 et F, oh j et F sont les moments angulaires 
totaux de I’ilectron et de I’atome respectivement, et F, est la projection de I; sur l’axe 
des z. Finalement I’expression de I’inergie de structure hyperfine dipolaire magnitique 
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de l’atome hydrogknoide dans I’espace sphkrique s’kcrit 

E = b(j~FmFl~.jlj~FmF)=fb[F(F+ 1) - j ( j +  1)- I(I+ I ) ]  ( 1 1 )  

tn, = z3/a:n31(1+ I ) ( /+; ) ,  1 # 0. 

Les signes (k) correspondent aux valeurs j = 1 * i. 
A la limite plane ( R  + CO), l’expression ( 1  1 )  se reduit a celle de I’energie de structure 

hyperfine dans I’espace plan. Comme dans le cas plan, les diverses valeurs de F = j + I, 
j + I - 1,  . . . , Ij - ZI fournissent la regle d’intervalles pour les multiplets de structure 
hyperfine. L’effet de courbure se traduit seulement par le diplacement des diffirents 
niveaux hyperfins. L’kcart 6E = bF entre deux niveaux hyperfins voisins d’un multiplet 
dans l’espace sphkrique diff tre de son homologue = 6F dans l’espace plan par le 
terme de courbure 

O U  

6= -2PpNgN1(ls 1 ) 6 n I / j ( j i  ). 

Pour les ktats s(I=O), comme dans le cas plan (Blinder 1965), les contributions 
des parts orbitale et dipolaire de W,, (9) sont nulles. Un calcul analogue au cas 
prtctdent ( I  # 0) donne 

E = f b [ F ( F +  1 )  - $ -  I(I+ l ) ]  (13)  

O i l  

A la limite plane ( R  + CO) I’expression (13)  tend vers son homologue dans I’espace 
plan. Comme dans le cas plan, F est limit6 aux deux valeurs ( I  * f) et chaque niveau 
n S, ,2  se scinde en deux niveaux hyperfins. L’tcart 6E = b(I+$) entre les niveaux 
d’un doublet hyperfin dans l’espace sphtrique diff ere de son homologue 6E = 6( I + i) 
dans l’espace plan par le terme de courbure 

aoro6( I + t )  
12Z2R2 

6E -6E= 

OU 

6 = - 1 6 p / A ~ g ~ z ~ / 3  ain3. 

Pour 2 = 1 ,  I = 4 et n = 1 nous dtduisons de l’expression (14) la correction de 
courbure de la frtquence de la raie a 21 cm de longueur d’onde de I’atome d’hydrogene. 
On trouve 

I SE - =I/ h = 4PPNgN ro/9a;R2 h. (15 )  
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Ce terme de courbure aura l’ordre de grandeur de la precision expCrimentalei 
lop9 Mc/s dans des rigions de I’espace dont le rayon de courbure est de l’ordre de 

cm. 

4. Conclusion 

Nous avons montrC que tous les niveaux d’Cnergie du spectre de I’atome hydrogenoide: 
ilectroniques, de structure fine et hyperfine subissent des diplacements dGs B la 
courbure de I’espace et dont les expressions en fonction des nombres quantiques ont 
CtC donnCes. Particulikrement, ces dkplacements sont proportionnels B la puissance 
quatrikme du nombre quantique principal n et deviennent donc plus importants pour 
les atomes hautement excitks. De plus l’effet de courbure I k e  la dCgCnirescence des 
niveaux dCginirCs de structure fine et fait apparaitre des nouvelles raies. Dans ce 
sens, l’effet de coubure joue un r6le analogue B celui de l’effet Lamb. 

Evidemment, les corrections de courbure aux energies ‘planes’ sont extremement 
petites lorsque I’on prend pour valeur de R celle du rayon de courbure de l’espace 
( R  = cm) (Steinmetz 1976) et donc non dbtectables en laboratoire. Nianmoins, 
comme il  a CtC signal6 par Parker (1980), Parker et Pimentel (1982) ,  ces corrections 
de courbure auront des grandeurs observables dans des rigions de l’espace de forte 
courbure. Alors la mise en Cvidence de leur dipendance en les nombres quantiques 
peut permettre de diffirencier I’effet de courbure locale de l’espace des autres effets: 
Doppler, gravitationnel, radiatif. 

Appendice. Obtention du terme de contact de Fermi 

Au voisinage de I’origine ,y = 0, on peut Ccrire (cot x ) / R  = l / r  - r /3R2 avec r = RX 
fini. La fonction Q ( x )  = [ 1 + ( E  + ( Z e 2 / R )  cot x / 2 m c 2 ) ] - ’  et sa dirivte premikre auront 
les expressions approchkes Q ( x )  = (1 + E / 2 m c 2 +  r o / r  - ror/3R2)-’ et d Q ( x ) / R  d x  = 
Q 2 ( x ) (  1/ r2+ 1/3R2)ro, OG ro = Z e 2 / 2 m c 2 .  Ayant r<< R 2  on peut h i r e  Q ( x )  = Q( r )  = 
[ l  + ( E  + Z e 2 / r ) / 2 m c 2 ] - ’  et dQ(X)/R dX = d Q ( r ) / d r +  Q2(r)ro/3R2. Au voisinage de 
l’origine (x = O ) ,  la dirivte d Q ( r ) / d r  peut etre assimilie approximativement a une 
fonction de Dirac 6 (  r )  (Blinder 1965): d Q (  r ) /dr  = 6( r )  = 47rr26( r )  ou r = r (  r, 8, cp). 
Le troisikme terme de I’hamiltonien whf (voir publication 11) s’kcrit alors 

on reconnait dans le second membre, le terme de contact de Fermi dans l’espace plan 
plus un terme dG B la courbure de I’espace et qui s’annule quand R + CO. 

Tenant compte de l’expression ci-haut, on virifie facilement que I’expression de 
l’hamiltonien whf (voir publication 11) peut etre icrite sous la forme donnte par 
I’iquation (9). 

t Actuellement la frtquence lEl/ h est connue experimentalement avec une grande precision: lEl/ h = 
1420.405 751 768* Mc/s (Cohen-Tannoudji et al 1973). 
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